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Enige 1n de covariantieanalyse gebrulkte toetsen, ) )

groepen stochastische grootheden

Wiy gaan uit van k
3

De verwachtingen van deze grootheden voldoen aan de vol-

gende relatiles:

(1)

Hierin stellen & enf,f’?g (ff-*:’.,--*,/ﬂonbekende parameters voor,
terwijl Cde waarden [t'-*r le ooy k ;/":/,m?z‘“) gegeven zljn., Verder
wordt oncersteld, dat alle 4
maal verdeeld zijn met dezélfde spreiding ¢ . Hierin 1is dus

begrepen het geval waarinwkag een waarneming 1is van de stochnas-
tische grootheid X, ; , waarbij %’fj en X,.-een tweedimensionale

's onderling onafhankelljk en nor--

A verdeling hebben. Onder de voorwaarde dat ;nj'de waarde X, ,
heeft aangenomen, 1s ;Q/-danimmers normaal verdeeld met als
gemldde lde een llneaire functie van k%?-. Wij stellen nu toetl-

sen op voor de volgende hypothesen:

(A) G =8

met als toegelaten hypothesen willekeurigeol's eg/g's.

(B) o) = . . .=epen 43, = .. m/gk

met als Toegelaten hypothesen willekeurige o¢'s maar geli jke
/g*s en
(C) Gp= = Gk

Q{fm. ..md&@n{,
met als toegelaten hypothesen willekeurige «('s en/Q's.

1) Dit memorandum dient slechts ter oriéntatie en streeft niret
naar volledigheid of volledige exactheid.

2) De eerste van de in dit memorandum besproken toetsen wordt
ook 1in memorandum S 73 (M 37) behandeld met gebruik van een
enigszins andere notatie.




Mct (A) toetsen wij dus de evenwljdigheid van de k re--
ssi1clignen uitgaande van het model (1). Met (™) toetsen wij

de Kk lijnen samenvallen, aangenomen dat ze evenwljdig zign
en met (C) toetsen wij direct of wij slechts met één regressie-
lijn te maken hebben, uitgaande van (1).

W1] voeren de volgende afkortingen in:




De som van de kwadraten van de afwijkingen van de waaxr-
den van de geschatte regressielijnen binnen de afzonderli jke
groepen, gesommeerd OVETr GE groepen is

- Z ($yee - "‘ﬁﬁ)

¢ wr! Cit'?cL..
Als het model (1) geldt, heceft “,/GJ; een ‘X’“ verdeling met

;2f-"2~k vrijheidsgrauen.
L&/

Wiy kunnen ook zo goed mogelijk evenwljdige regressie-.
lijnen 1n de verschlllende groepen schatten. De som van de

kwadraten van de afwijkingen van deze lijnen 18

k Cl
S _2 C, . — IZrgx

= = 4 = ¢
A L=/ ?? C')x'?CW
2,
~. Deze som  gedeeld door o *heeft een;x -verdeling met
Z —~ k-1 vrijheidsgraden als hypothese (B) of (C) waar

b/

18 .

Als hypothese (A) gcldtiéngde som van kKwadraten van al-
wijkingen van één lijn ,
Crur

3= Lygr = Tt

, €€en X ~-verdeling met Z‘h; ~ & vrijheids-
—f

2

gedeeld door -

'-
-
“"ﬁ.

Yeqr de hypotbeSe (A) gebruiken wij de toetsingsgregtuerd

/C‘ {;%dmlk .:5.2 ""' __sS;
.....A = Z_____/ | ;, 2
die onder de hypothese (A) een F-verdeling bezit met k~/ an

?f e — 2 A vrijheidsgraden.

e =/

Als toetsingsgroothetd voor de hypothese (B) dient

£~ %—:’“ “‘1‘“ Jz - Ja
welke groothelid een F-verdeling met /v---/ en Z N - /c.--/ vrij--
Loz /

heidsgraden heeft,cxdg (BR) waar s,
Hypothese (C) toetsen wij tenslotte met

IS ;;f” -2 & S~ 2
e T 2( ke ~—1) _‘.S, ’ yA
een F verdeelde grootheid met 2 (k—-r) en 2 My *24 vrijheids--

e=/
graden, onder (C).




Als de betreffende hypothesen nlet vervuld zijn, hebben
de bijbehorende F's geen F-verdeling, maar zijn grotere F
waarden meer waarschijnlijk. Als kritieke zbne gebruikt men
daarom £ = A, » waarin Fc', behorende bl] een bepaalde onbu-
trouwbaarheidsdrempel £ opgezocht kan worden in tabellen van
de PF-verdeling met het juiste aantal vrijheidsgraden.
Literatuur over de achtergrond van bovengenoemde toctscen
Kan men vinden in MANN [ﬂ] en KENDALLr[B]. Het rekenschemsa
1s grotendcels ontleend aan DIXON en MASSEY [ﬁ]. Al deze bockun
bevattcn tabellen van de F-verdeling. Deze verdeling is hot

uitvoerigst getabelleerd in FISHER en YATES [2 ] .

Literatuur
[l] W.Jd. DIXON en Introduction to Statistical Analysis,
F.J. MASSEY, Mc Graw-H1ll Book Company, Inc., Ncw York,
Toronto, London, 1951, Chapter 12.
[1] R.A. FISHER en Statistical Tables for Biological, Agrwi-
E. YATES, cultftural and Medical research, 3d ed.,
Oliver & Boyd, London 1949, Table V.
[}]IM.G. KENDALL, The advanced theory of statistics, Vol 11,
2nd ed., Griffin, London, 1948, pp237-246,
[}{]H;B. MANN, Analysis and Design of Experiments, Dover

Publication, Inc., New York 1949,
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Rapport S 168 (M 59)¥f
door

R. Daoornbos

ben tocts voer de kleinste van cen aanfal ge
schatte varianties van normalc verdelingen

Stel wlj hebben k steekproeven, 1¢der van Jdezelfde nltge-~
Rreidheld h , afkomstig ult normalce verdelingen:

roo. X

//

Xpys o “hn

Wij toctsen, evenals bij de toets van Bartlett het geval 1s
¢c hyngtlese, dat de varlanfles van de k aormale verdelingen
gecligk zijn, hier evenwel speciaal tegen het alfernatief, dat
de steekproef met de kleinste variantie afkomsfig is ult een
verdeling die een kleinewe wariantic heeft dan de apdere veI-
delingen.

P gesgbatdie varliantics zlijn:

»
, > (2, ~2.)
§ ‘.i — ,ngjd (mwaﬁf’... £ C: A k ) >

- h"-- /
“n
2. Wcﬁ |
waarig X = =5 -t—hel gomiddelde wan de <& steghproel is. De
" 2 2 : -~ - ‘ ) - o
kKleinste onder de -5¢ noemen wirj  S. . . De Loetsings-
groQieid 1s nu: .,, %
ST .
A . 1a'a" 2" e s
- *“"’*T PR
P 55_2'

Lo

De waarschijnlijkheidsverdeling waarulf deze waarde A\@en
trekking is, is slechts hij benadering numerlek te berekenen.
Dit heeft tot gevolg, dat in de hrcoronder staande Tabel van
kriticke waarden de bijbehorendes onbetrouwbaarhelidsdrempel
nict exact bhekend is Wel weten wij zeker, dat dezc 1ligrt
1) Dit memorandum is slechts bedoclt Ter oriéntatie en streefl

nict naar volledigheid of naar volledlge exacthelid.



~D.

tussen 0,05 ¢n 0,04875. Indien de nevonden waarde vaan dus
kKleiner 1s dan het in de tabel vermelde getal, kunnen wilj de
nypothesc bij de onbetrouwbaarheidsdrempel 0,05 zeker verwer-
pen De even waarden van h levercen rekentechnisch veel groterc
mocllljkheden op dan de oneven waarden: vandaar dat de tabel
wel berekend is voor A= 7 , maar nict voor A= b Om veel nullen
achter de komma te vermijden, is 0,0000046 afgekort tot 030546
ENZ .

lTabel van kritiecke waarden vanzA 0lJ een onbetrouw-

baarhecildsdrempel == 0,05, voor verschillende steek-

proefultgebreidheden # en acntallen grocpen ko

o e s [ T s

- | 0,00154 | 0,02500 lﬁlﬁﬁﬁﬁﬁl 0,09430 | 0, 14663

3 | 0_903278 ' 0,00837 | 0,0248¢
5 . ‘ 0,01736 | 0,03306

5 0,0 guﬂé 0,00167 | 0,00653 | 030128o§ 0,025183
7 iogo 145 | 0,00119 | 0,00493 o§00992' 0,02008

S %oﬁo565 0,07696 | 0,003k 0,00661 | 0,01395

0,0 46 r Oﬂ03557; 0,00261 | O,00558 | 0,01200
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)

Een paramct=rvrije toets tegu.n verloop voor gmepen waarneming. 1.

Wij beschouwen k onderling onafhankelijke stochastische

groothecen «,,=<,...., @, . Van de grootheid =, zijn m, ond .-
ling onafhankelijke waarnemingenac, , ..., <, . Begeven (L=4,... %)
De hypothesec H, dlie wij willen toetsen luidt, dal,,..., 2y

dezelfde waarschijnli jkheidsverdeling bezitten, terwijl d-
alternatieve hypothesen inhouden, dat de stochastische groot-

heden <«c¢ een stijgenc of dalend verlocop vertonen, ge-

> NN

def inieer . door:

(1) Z APl < %) - Plase > =]

A< A4
De tosts ngsgrootheid W wordt als volgt gedefinieerd. Stel voor

Anppr

i< 4 1t Lihé het aantal paren waarnemingen (<x;,,% ) 0eC
X5 < 96 - vermeerderd met de helft van het aantal paren(paé,ﬂbﬁ
A, z)
meT x, % Y 0-5-& % (/\"é%*-} "’L‘: rﬁﬁg) bC\,l verder
ctaf
(2) \“J'\‘/iai ﬂz{ga.g“g(ui.i“"o)} uguiiwﬁ’\"l’l.},
dan 18
3)
(3) Wz
T -L-ﬁ——é -'n:;,m,,é

Als onder ce = 2 m; waarnemingen h groepen gellee'waarne~ _
mingen optrecen en als t,het aantal waarnemingen in ded © groep

is (£L=1,2,.... h) dan geldt

(4) ’g[w}tutn;'~'>tg;Ha]m°a

1) Dit mcmorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en streelw

niet naar volledigheid of volledige exactheid.
2) Ul . . is dus de toetsingsgrootheild van de toets van W1l

A4 ;
COXON, toegepast op de waarnemingen van «; ene; en W, =mm;-U,;
3) De hiar beschreven toets 1s een wijziging van een door T.J.

TERPSTRA (4] ontwikkelde toets voor dit probleem. H1j gebruikt

de toetsingsgrootheid T o 2 2 W, ., Door de toetsings-
l.'d‘ >

grootheid W te gebruiken bererkt men, dat de toets bruikbaar is
voor ecen klasse van alternatieve hypothesen, die niet afhangt

van de verhoudingen der steekproefgrootten (zile ook {5} ).




T Wt by, ...ty He] =

—h

A%
(5) {Nl--—- Zti--a(N”- th)} 2 -(-'—‘5*;:':*-—"3—'-‘-’-}- — z(N‘-—- }.‘.’cl) -:':N(N"-—Zt})} - S M.m.
SN (N-1)(N-2) |

Treden cr geen gellijke waarnemingen op, dan is +
L en: '

4 VOO Lecaere

~ai)” A
D 1 S T, )

{

(6) o LW H,] :%{};(H

Als H, Juist is, is de grootheid W voor grote waarden van
N bij benadering normaal verdeeld met gemlddelde en variantie
volgens (4) en (5).
Het 1s auicelijk, dat W in het algemeen grote positieve waarcen
zal aannemen als er een stijgend en grote negatieve als er een

dalend verloop is; de tweezijdige kritieke zone bestaat dus
ult grote waarden van \VV!.

Opmerkingzen.

1. Als k=2 , dus als wij twee stochastische grostheden «, 'n
o, hebben met resp. m, €en m, waarnemingen, dan geldt:

(7) W= AEsTha

— M, Mo

waarin U de toetsingsgrootheid van de toets van WILCOXON is,

toegepast op de steckproeven van x, en =«,. Uit (#) en (5Y volgt:
-E[\ij'tl\tl*' 'th*Hﬁ] = Q,
N P 2 _
g [\r__\_[ 1 T TR Ho ]l = N- 2% .(zie memorandum
3 M my N(N-) g 47 (M 7 ))

Als er in dit geval geen gelljke waarnemingen optreden, kan men
de exacte overschri jdingskaps opzoeken in:tabellen van de exaces

verdeline van dnfzieb.v. [r]] ;) N

2, Als m,=4 voor ledere i dan 1Ls
W "“:ZZ S%“(?-Cj'“?‘;-a)s
A<
waarin
1 ale =z so
claf
S%%zm O als Z =0

-4 oale =z <o.



Uit (4) en (5) volgt:

‘8[ Wit t,.. ...t Ho] =0,
T X 2 2
T [ W b, 6, ... by Hel s 2, (N~ Z'_t,,‘gﬂ—a(N - 2ty

De toets is in dit geval identiek met de rangcorrelatie
methode van KEDALL voor het geval, dat één der rijen bestaat
vit de getallen 1,2, ..., K .(zie memorandum S 47 (M 13) ).
Treden €1 i1n dit geval geen gelijke waarnemingen op en is K% 40
dan kan men de exacte overschrijdingskans opzoeken in de ta-
bellen van de exacte verdeling van de toetsingsgrootheid § wvan
KENDALL (zie [2] ).

Is K=10 en t, s 3 voor 1edere £ dan kan men gebruik maken van
de tabellcn van de exacte verdeling van § van SILLITTO [3]

Wi

Literatuur.

A S

[1]'Van aer Vaart, H.R., Gebruiksaanwljzing voor de toets van
Wilcoxon, Rapport S 32 (M 4) wvan do
StatiLstische Afdeling van het Mathe-.
matisch Centrum.

[2] Kaarsmaker, L. en Tables for use in rankcorrelation;
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(3] Sillitto, G.P., The distrlbution of Kendall's coefil-
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Toetsen voor een of Twee ultbljters blj een normale verdeling. )

Stel wij hebben een steekproef wvan waarnemingen, gerang-
schiktT naar opklimmende grootte:

T, £ X

2

<. <,

Wijg willen de hypothese toetsen dat deze steekproefl afkomstig
is ult één normale verdeling, tegen het alternatief dat de
grootste waarneming X, ult een andere verdeling komt dan de
andere waarnemingen. VWij gebrulken hiervoor de toetsingsgroot-
heid

A T F
o < 4
M % 2
n o 7 Sw . / _ m)
'waarln.QMw,g,é;'kg , terwijl 54@,;'55 (ikh~x' . Deze Toet-

singsgrootheld 1s het eerst voorgesteld door E.S. PEARSON en
C. CHANDRA SEKAR (1936), terwijl de exacte verdeling van /. .
is afgeleid door IF.E. GRUBBS (1950). Om te toetsen of de klein-
sTe waarneming een uwitblijter is, gebruikt men als toetsings-

groothe1d
?m&/

; AP S i et o PP i
-
Trrne ey

/ S

In tabel 1 vindaen wi] kritieke waarden van mZien TC getabel -
leerd voor verschillende onbetrouwbaarheidsdrempels en meerdere

waarden van h . Deze tabel 1s een deel van tabel IA van GRUBBS .

wege Vewil DB PANuE  Jed SO SOl VRS Swadl WY BUDNE  TORE dies SRR W Yt el TR ey

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori&ntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.



M)

Tabel 1

Kritieke waarccn van sz éen /,j b1y een onbe-
trouwbaarheldsdrcecmpel ey en omvang van de Etaekptgef'ngww

3 1414 |1 4k | 4,412 |1 bo6

l
| /l 7:";}_&
:} £#

AW

O
0

~

@)

]

O ,

Men kan eén- of twrez: d g toetsen, al naar gelang van te

20 2, 9b¢ 778 0 2 623 | 2 4iaT

1

oclcond 1s naqar welke kant ultbijters eventu-

ceel voor kKunnen komen Blj Tweezljgd.gs toetsing moeten de anbe-

voren al can niet

trouwbaarhe tdsdrempels van de tabel met 2 worden vermenigvul-~
digd

Om te toetsen ol <o Twee grootste waarnemingen te groot zijn,
nemen wi) de toets ngigrootheld

2 not — 2.
;Si\ 2-* (' }Cl: h M’}'}“.’ "

—{, Ry > :
. ﬁfﬁfﬂ — \2
j.gr . ( }Cﬁw %J
]
\ — / -
waarin — ﬁmww

N—=/, "N = -2 5= ""’ﬁ'
Fen analoge grootne.id




£e’

— /

waarbl ] ka“<;:iyq,ﬁw lkan worden gebruikt om de twee kleinste

!

waarnemingen te CTocTsmn Deze Toelsen zign voorgesteld door
F.E. GRUBBS, die oolk hiervan een tabel geeft. Enlge kritieke

waarden zijn in tabacl 2 verzameld.
Tabel 2
. S
-- | S , N~/y 7 A 4 s
Kritieke waarden van i S0 OE . b1j een onbe-

trouwbaarheidsdrempel & en omvang van de steekpreefl n.

N 0,01 1 0,025 | 0,05 llﬁliallll
il ; 0O, 0000 00,0002 | 00,0008 Ilalﬁaaill
5 | 0,0035| 0,0090| 0,0183| 0,0376 |
6 5,0186 | ©0,0349 | 0,0565
7 | o,o4k0 | ©0.0708 "o,ﬂozollﬁlﬂﬁiallw
g O. 1101 - 0,1478 | 0,1994

- 0,1082 | 0.1492 | 0,1909 | 0,245k

12 | 0,204 | 0.2536 | 0,2996 | 0,3552

? "y

0.3112 | 0,3568 | 0,4106

-

16 | 0,3008 | 0.3603 | 0,4048 | 0,4562

0,4455 | 0. hghk

0,4804 | 0.5269

Hier geldt weer ¢ . zelfde opmerking over één- en tweezijdige

toetsing als bij tabcecl 1 Tabel 1 geef't rechtseenzijdige kri-
tieke waarden, tabel 2 linkseenzijdige. W1j verwerpen de getoetf-
ste hypothese dus 1n het cerste geval als'ZZof“Z“groter z1ljn dan
de overeenkomstilige waarde ult de tabel, tTerwiJl in het geval wij
twee uiltbhijters toctrs.n Julst lage waarden van de toetsings-

groothe1d worden vervorpen

Priteratuur:

F.E. GRUEBS (1950), Sample criteria for testing outlying obser-
vations, Ann of Math.Stat.21(1950),pp 27-58.

E.S. PEARSON and C.CIIANDRA SEKAR (1936), The efficiency of sta-
tisticel tools and a criterion for the rejection of
outlying observations, Biometrika,28(1936),pp 308-320.
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Rapport S 168(M 64)°

door H. Kesten en

J. Th. Runnenourg.

. o ¢ v o ]
Het aanpassen van een exponenti&le regressielijn. )

1. HeT probleem.

Laat § en m twee variabelen zijn, die voldoen aan de

betrekking
S

(/') ’Y&......, e-swC’(/O“/s

b=

I
waarin §, o €n f> onbekende constanten zign. Laat verder een

aantal (N) acquidistante waarden van j gegeven zijn en wel

(2) X = C+ (X (¢ en o bekend; ¢=1/4.... ., N ).

G

Bij iedere x Dbehocort dan, volgens (1), een waarde 7,

— 3 X
(3) M.= § X0 f (E=1tyo o 3 N ).

&

Deze »pn. worden nu waargenomen, waarbij echter toevallige
afwljgkingen optreden. Noemen wilj de waarnemingen T dan geldt
dus

L

L

(4) y = 7. 7k (¢c=1,.., N) .2)

Over de waarschijgnliljkheldsverdeling der w. is vaak wel

— L

lets bekend. Meestal wordt ondersteld, dat de «. onderling onaf -
hankell jk verdeeld zign met verwachting 0. Soms ook dat zl] ge-
11 ke spreidingen bezitten en norma:sl verdeeld zijn.

HetT probleem 1s nu,een methode aan te geven, om de onbe-
kende parameters §, - en 3 tTe schatten op grond van de waarne-
mingen (>, , 4 ),...,(%, , y). In dit memorandum wordt een een-

i 1)

voudlige methode daartoe beschreven. De eigenschappen van de

verkregen schattingen, die afhangen van de over de L. gemaakte
(.-

onderstellingen, worden hier niet besproken.

aammy SN SmBUE  wemts e TEME  Seaiee AN B TR wwmew NS

1) Dit memorandum 1s slechts bedoeld ter oriEntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.

2) Onderstreping van een letter duldt aan, dat de grootheid
stochastisch 1s; dezelfde letter z-nder onderstreping words

gebrulkt voor ecen door de stochastische grootheild aangenomen
waarde .,



2. Schatting van [* .
Laat N een even getal zijn

(5) N.2m.

(Is N oneven, dan wordt het laatste punt niet gebrulkt voor ae
schatting van,ﬂ

Reschouw nu, voor 4 < m , het verschil

—f3 i-vgc}{) — A = f‘r?-ﬁ-'zd.
o-([ro/z(c /O /5{6.( )}]-

iR

enn definleer:

' ° 10 /0 ~And
g,f ‘g‘g /5’(7(”2%*7”+£>: /%?M w/j(e+*§’cé)+ /4;[/../0/5 }..-.-...--

(6) == C-/»”(Cv’-’fd)::f.../ixﬁ ,
e ¢ C . m%@gm<+”%é?{ﬂm/07y”d}'

Stel verder

) % (3, (=700
crl voI _
,.-%} (x_{mff')iew C{% (x - f)w/}ﬁ% ( x .__.'J"E)xﬂ_-:

ﬂm/3i?:(§¥_ﬂi)2.

Dan 1s dus

(9) /ﬁ - _;; (xf“ff)fk

e

gttt T

Op grond hiervan lmgt het voor de hand, als schatting

VOOP/S te ncmen

| i o
(x, -%X) = & { k - )} Z
| P e e B e et e st ey rseememsemreamoremmpestss )
‘ - 2 2
g.(x,ﬁmf (M) el
=1

me ¢




3. Schattingsmethode voor § en &£ .

Na bevaling van b kunnen wij § en « met behulp van de
methode der kleinste kwadraten schatten. Wi1j zoeken daartoe

de waarden € en a van 6 en « , die

X - bx. %
(12) Z-(L/ _p k.10 ¢)

t =

minimaal maken, waarbij, ook als N oneven is, alle waarnemlngen

cebruikt kKunnen worden. Derhalve moet gelden:

H

b3 AL
- y —~ NT _ 2 o 0
L

&I N
— w...f}_I~ .........-.{\! mbﬁci ..__...../y wlbx;
Z_qzo - _ L 2 0 _ a2 o =0 .

{: y N L:/ L= !

Oplossing van deze vergelijkingen geeft als schattingen Z en a :

. “, /)(Z_ m,...sz ) ( . /OhéjCL)(z/:\[ /Ohbxi)

L =t

(/\/% J“) 2‘"N “b"‘ji

of
zﬁA !
(13) - (Z % (Z’” mmm_mmm)m( )/ ) 1‘
T 2 e {
(/\_Z...... /0 )_,__,(Z_ !0 () :
(=1 L= §
an
N
/ N 12:, .10
CZ T erer——— %L_N I
( N f‘:_“_“; o~ D .
Of S
2 . b
(14) a - /0" (NZ% x) (

W A PN T M- Pl g e ol T o P e A s Sl gt e I i A P P P e R A o B

De teller en noemer zijn, om (13) en (14) te verkrijgen, metT
'10P vermenigvuldigd in de formules voor t{ en @ om te voorkomen
dat negatieve machten van 10 (i.c. hﬂT“bx* ) opgezocht moeten
worden. De exponent 4 1s aangepast aan ons getallenvoorbeeld.

In andere gevallen zal misschien een hogere exponent gewenst

z1ljn.



4, Opmerkingen. <

De betrekking ? = H + A0 is ascuilvalent met

B /S _ §
(15) M =6 -;-ot.ep i \SHQ-}—«%.@LSM /3\5,,

In dit memorandum is alleen de ecrste ulitdrukking beschouwd
10 .
omdat Tabellen van /é:;.x: beter beschikbaar zijn dan Tabellen van

e..fc? . ., Het 1is verder aan Te bevelen de x-schaal zo Te kiezen
dat
(16) -1%,:’0 (C:“o{‘)ﬁn x{:x(&m!)d_g. cventucel met d::'/

In dat geval 1s « precies het verschil tussen de ecerste waarde

van m en de¢ asymptotische waardc (kg_w>cx>) van 7 &n A& 1S
Nilervan de schatting.

De aangepaste waarden (of: rcgressiewaarden) >/ worden
gegeven door L

~ bx,
(17) Vostra ™7 (=1, ., N).

5. Voorbeeld.,

Waarnemingen: (met ¢ «-1, cd=1 N=u)

; d X . .
- 0 | 46,5
| d o 5
3 > | k40,0
4 3 38,0
5 41 36,5
O 5 36,0
7 O 35,5
3 7 | 34,5
> S 33,5
10 O 32,5

11 10 | 32,5



F o T e il

. R

Bereckening van b

Z,ﬁ 17?-—-(4'%1) M - 5
10 Nni{m =) =120
z, = Tlog (46,5 - 36,0) = 1,027 ) .
22 = /‘Olog (42,95 — 35.95) — Og845 -2
2, = Plog (40,0 - 34,5) = 0,Tho 0
2, = P10g (38,0 - 33,5) = 0,653 -
Z5 = 1010% (3655 - 32,5) = 0,602 i
= _
-f%, Z’f Z_Q‘ff“("y’?-&-l):) et 2_90603
6.2,060
120

Indien =z, tot in r declmalen nauwkeurlg bepaald wordt, 18 de

maximale fout in b tengevolge van afrondingen bij de bercke-

o -3 " -
ning = 2_ . 5»"° . De stochastische fout (= b_p)ken echter
2mol

groter zljn.

Bereckening van ¢ €n a .

i 1 2 - b, IOQbei E i | \derf“%an/OWb}h
O 2,000 | 100, O 46,5 ., A5 9
1| 1,897 | 78,9 | 42, SRR
> | 1,79k 62,2 | H0,0 | k0,H
3 | 1,697 49, 1 36,0 B 32,5
b | 1,588 38,7 | 36,5 46,0
5 ] 1,485 30,6 | 36,0 35,7
6 | 1,382 24,1 | 35,5 8
7 | et | as0 |3k, | w0
8 | 1,176 | 15,0 | 33,5 |, 33 h
s 1,073 11,8 32,5 250
O 0,970 95 2 3,5 30,6
N 2 . b x,
2? [0 = 4y 39,7
Lo
A 4 — 2 b x;
g; 10 = 2633, 45 |
N
:%T y. = Lod, o



; 08,0 x 17570,5 - 17570,5 x U438,7
— = 31,23,
1] x 26331, 45 - 438,7 x 438,7

11 x 17570,5 - 4065,0 x 438,7
+ = 14,70 .
11 x 206331,45 - 438,7 x 438,7

Indlien § , £ en ﬂ ongeveer de waarden hebben die hier gevonden
z1lJn, en d¢ berekening gemaskt wordt zoals hier is aangegeven,
zal de fout in ¢ ¢n a , die door afronding veroorzaakt wordt,

£ 0,05 z1jn. De fout in de aanpassing ls dan = 0,1.

Literatuur, woarin - o crc acthnden behandeld worden:

D.J. Cowden, Siaplifiaed meth ds of fitting certaln

!

tvoes ~f prowtn curves. Journ.Am. Stat.Ass.
Lo (190 T7) 535530,

o
T R

- - “F . s .. | , A, s e e y -\ - e ) AT . . s " o - | ~ Ny ey ~y ‘
B oo, e Ding, A pionlilca-nce Trat Lor exponentlal refres

soon AnnLMath.Stot. 22 (1951) 180 190.

. ' N . _ . — R d v e — "t" | . ‘e i P e t s R . 2 t }, ;o
D.S. Villare, L sipnificance teagt and estimatisn in the

cose of sxnonential regression. Ann. Mol

Stei. 45 (194T7) 596-600.
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Fen toets tegen kettingcorrelatie bij lineaire regressie van
J. DURBIN en G.S. VATSON (1950 en 1951).

1. Inlelding

Indlen er 1n cen reeks waarnemingen correlatlie bestaat
tussen opeenvolgende waarnemingen en geen correlatie of een
veel zwakkere tussen verder .uit elkaar gelegen waarnemingen,
dan spreken wij van kettingcorrelatie (Engels: serial corre-~
lation). Een onderzoek naar deze correlatie is vooral van be-
lang bij Tijdreeksen waarop variantie- of regressieanalyse
toegepast zal worden, zoals b.v. bij economische problemen

vaak voorkomt.
W1lj gaan ult van het regressiemodel:

(’]) Y. :A+/J)ﬂx1£+..,,.*\-ﬂkx.<i+}_f}, X i:-_-“l,....j,ni, &<'YL.,

'waariﬁ/@“ ...... ,/% de onbekende regressiecoéfficiénten zijn,
N O » X . de waarpenomen waarden van de onafhankeli jke varia-
belen x.,...... X, die wi) nilet-stochastisch onderstellen en Yy; de

stochastische afhankell jke variabelen. De stochastische groot-

neden v zijgn onbekend.
Opdat de klelnste-kwadraten-schattingen voor/ﬁ,ﬂ..wﬁ& \
de beste lineaire zuivere schattingen zijn ("beste’ wil zeggen:)
de kleinste variantie bezitten) en voor het toetsen van hypo-
thesen over de fA's de T -toets (STUDENT) en de F-toets (FISHER)
gebrulkt kunnen worden, moeten de grootheden v, onderling onaf -
hankeliJk:PJQ%GOmverdeeld zlign. Met de toets van DURBIN en WAT-
SON wordt nu de onderlinge onafhankeli jkheld getoetst tegen het

alternatiefl: kettingcorrelatie zoals deze wordt weergegeven in

het model:

(2) Vi = PV, + Wi L= 2,......

Wt

L; onderling onafhankelil jke kf&%@ﬂmverdeelde

e

waarin [p[< 1ig en

WS N BN Me S Awes R e S

1) Dit memorandum is slechts bedoeld als ori&ntatie en streeft

niet naar volledigheid of volledige exactheid.
2) N (/u,c‘) : Symbool voor normale verdeling met gemiddelde Moen

Spreiding ¢ .



poslitlieve correlatie en P<O0 negatleve correlatle.

2., Toetsingsgrootheld

Om de¢ toetsingsgrootheid bij deze toets te berckenen moeten

cerst de kleinste-kwadraten-schettingen by,....... b voor ...,

bepaald worden. Deze schattingen zijn het eenvoudigst ult tTe
drukken met behulp van de matrix notatie. Hilervoor definig&ren

wilij de gemlddelden:

def - def 4 _ def 15
— “1 St - et Yo~
Xy= 1 LZ‘ Xl 3v ey , Ky,y= N LZ::_‘IIM ¢t J = " — Y
en de matrices: .
Js X =7 Xq KXy o B T X X
def| def Z I '
S, : | ' ) G{&‘F
,__-}/n X = oL xzn”xl ettt xkn B XK ék
Dan vindt men met de met .0ode der kleinste kwadraten:
- — _ roov=T 0,
éﬂ = :}./........ (é’f x.] T ... ‘+E‘<J¢K> er é: (X X) X y

waarbij X ult X ontstaat door verwisseling van rijen en kolom-—
Do =T
men en (X' X)

Noemen wi,j de residuen Z; :

y / )
de inverse van.(X.X) is.

X d:—-—-if XE“CEP—{‘ é’lI1f-+"“‘+bKIK'L):
(3) i
= Yo=Y = Ba(X-%) =~ = b (e x)

dan 1s de Toetsingsgrootheid:

(4) A driF[iz?}mq‘Zmi(Z:L“Zhﬂ)l*

BestTact er een positieve kettingcorrelatie tussen de u:

A Mgy,

(>0) dan zullen de kleinere wasrden van d waarschijnlijker
worden dan onder de nulhypothese; het kritieke gebied bij de
cenzl jdige toets tegen positleve kettingcorrelatie zal dus
uit kleine waarden van d bestaan. BiJj een negatieve correlatie
(p<i0)word&n de grotere waarden van d waarschijnlijker.

Het blijkt dat de verdeling van_é beperkt 1s tot het inter-

val (0 4) :



3. Grenzen voor . kriticke wasrden van ds toetsingsgrootheid.

DURBIN en WATSON geven 1n hun artikel voor de éénzijdige
toets Tegen voziticve kettinpgcorrelatilie (dUS(O>C?); blj drie
wasrden van de¢ onbetrouwbaarheid: 0,05; 0,025 en 0,01, onder-
e Povengrenzen, resn. d, en cdl, voor d.- kritieke waarden ven

¢ voor é:ﬂ,“H,E (z1) noemen dit aantal onafhankelijke varla-
belen £ ) én voor m::?S(W)émwﬁd 100 . Er zijn dus blj een pe-

paalds onbetrouwbearheid en ofhankelijkheid van de waarde dile

voor d wordt gevonden dric mogeliljke resultaten van de toets:

piiniplly

1) cfgciL : ¢ nulitypothe p=a wordt verworpen ten gunste
van oogltieve correlatie ©>0 ,
2 ) d@échL : e nulhypothese wordl nlet verworpen en

3) dl<%i<:du : de Tocts elndigt onbeslistT.

De eenzijdige toets tegen negatieve correlatie 1s nletls an-

waarde 4 -« .

De tweezljdige toets 18 een comblnatie van de twee eenzljalge

toetsen. De onbetrouwbaarielid is din natuurlijk de som van ce
onbctrouwbaarheden van de =enzijdige toetsen. De verschillende
moge Ll jke resultaten ven e eenzi jdige toetsen kunnen wi] voor

de Tweezijduipge samenvatoen Tol:

1) d buiten hect intﬁrvﬂl(fQ)4w4t>i

de nulhynothese wordt verworpen,
2 ) <i_£g_kmﬁ: inturwual(ﬁiu,qwﬂd%ﬁ

ce nulhynothese wordt niet verworpen én
3) alle and-rc pgevallen:

T

ce toeto eindigt onbeslist.

L. Nader onderzoek indien Jde toets onbeslist geéindigd is .

Om 1n die gevallen waarin de boven beschreven toets onbe--
slist 1is geegindigd toch tolb een ultspraak over het al dan niet

verwerpen van de nulhynothese Te komen wordt aan de waarschi n-

11 jkheidsverdeling van é cen bekende verdeling aangepast. Omdat
Si'beprkt is tot het interval (0;4) dus 9&4* ot het infterval
(C);V) wordt hiervoor een B -verdeling gekozen. Voor deze aan-
passing worden de eerste twee momenten van d gebrulkt die met

behulp vean sporen van enkele matrices bepaald kunnen worden.



Het spoor van een vierkante matrix 18 de som van de elementen
oP zl)n ncooifadiagonaal.,
MetT ¢ eerste verschillen
daf
O Xij = Xy = Xijy

en de Ttweede verschillen
2»\ c\@f
A -./C,:J' — A :k"i_j' - A JC‘;)}'__,, — (xu ”Ii}j_,-;) - (X,m,_,, B I,;.)j_.l)

defini€¢ren wij a« matrices

2, 2
ALay B Xy . A Xag oo kel
deff | 2 ' '
Ax — : ; C I A X =
' ) 2 o 1
A* J(*‘lt’l ot A "'Cwm A x”ﬂ """" & xkh

De matrices weaarvan wl] de sporen nodig hebben zijn dan
5, = (X)) (aX)(X'X)™  en
S, = (a*X) (&™) (X'X)"

De eerste twe:s momenten van 4 zijn dan:

TR

(5) £(_g{m):(mmf<w)”[z(n-1)+siﬂ 54]7

6) o) = 2f(n-k=1)(n-k+ 1)] [z f31-4)-(n-k-){ E)} -2 sp S b 7]

: : a 2 .
Hlerin 1is sphi pelli gk aan de som van de kwadraten van alle

clementen van Sq
_ | . = @ w
Onderstellen wilij nu dat 4 eenJBWVGPdellng bezit, dus

dat de waarschijnlijkheidsdichtheid gegeven wordt door:

[B(p.a)] (%) (1-%)"

E(d) = 4P en 5(d)= 16 bgq [(P"L q,)l(f” ‘l*")]”

pP+e,
dan geldt voor p en g

(7) p+q +1 x2(4)[4._“%(31)7[51@)]”3
(8) b= £(d). (p+a)/s.

Voor het bepalen van dc¢ kritileke waarcen van deze verdeling
kunnen de tabellen van CATHERINE THOMPSON (1941) gebruikt worden
of tabellen van dc f -verdeling (b.v. FISHER and YATES (1949) )
vOoor ae grootheid

(9) F=p(4-d)/(ad)




met Ny=2q en N, = 2P vrijheidsgraden (bij de toets tegen

positieve correlatie zijn voor F juist de grote wasrden kritiek:.)
of , indien 2p en 29 geen gehelec getallen zijn de benadering van
CARTER (1947) voor de kritieke waarden wvan z::t”é%,F (natuur -
1ijke logarthme). Deze laatste benadering is, bij de onbetrouw-

baarheden«=0,05 en o« = 0,01 (voor de toets tegen positleve
correlatie):

VA~ [ Vaq - Venl N % - %]

-

waarin
S:: %b - %CL ; h:% en J\:(gmg%

1s en é en A de volgende waarden bezitten:

oc | 0,05 0,0

g 71,6449 2, 30263
A | 00,0491 0, 4020

Bij de toets tegen negatieve correlatie verloopt de benade-
ring volkomen analoog, mits overal 4{-d in plaats van ghgebruikt
wordt; voor de parameters p en Q zullen dan andere waarden ge--

vonden worden (immers %(4 mgi) = £ — g(g}_\) en @2(4._..“4): O“z(g{__)).

5. Enkele opmerkingen

7. Z21Jn cde onafhankell jke variabelen directe functilies van de
tijd (vooral monotone functi@s) dan kan in vele gevallen ook
cen slechte zanpassing (een slecht gekozen regressiemodel)
leiden tot kleinere wa rden voor g dan men blj een betere aan-
passing zou vinden. In deze gevallen verdient het dus aanbeve-

m u 2
ling eerst een aanpassingstoets (bgvﬁjﬁ_ ) toe te passen.

2. De toects Tegen kettingcorreiatie kan ook toegepast worden

1n variantie-analyse problemen, voor het onderzoekéen van een
ceventuele kKettingcorrelatie 1n de t1jdsvolgorde der waarnemin-
gen en bilj de aanpassing van orthogonale polynomen., Bij varian-
tlie analyse schnema's zljn de onafhankelil jke variabelen_xj e -

woonlil jk bekende eenvoudige waarden dle direct met de procefopzet



. .
somenhengen, Hicor kkan men oan é(g{) cn 0%(d) uitdrukken in de
nerémeters van cene orocl oovet ( zoals d¢ aantallen groepen per

616¢WhuflcauLEfkfgjf%nvwl,-fi?‘hﬁmevouﬂifuztﬂariantié analvyse) .

B1j de= 2. npassing mct orthogonale polynomen kunnen g(d) Gho!
2 m _ . _
G'Oé) word: n ultpedrukt in grootheden dlie met behulp van ta

bellen van deze orthogonale noilvynomen te bevnalen zijn. DURBIN

en WATSON geven zowel voor enkel-~ en tweevoudlge variantlie ana-

lyse alsg voor de fongassing met orthogonale polynomen voorbeel
den

3 De tocts van DURBIN en WATSON 1s slechts voor zeer speclrale

regressiesystemen (soeciale gecdaanten van X ), die wij hier niet

nader zullen besproeken, uniiorm meest onderscheidend ten op-

chte van allc mogelijke zuivere toetsen., Een toets 1s zulver

indien zijn ondcerscheidingsvermopen,althans onder alternatleve
hypothesen dic weinig ven de nulhypothese verschillen (hier dus
voor waardcnvan £ in do¢ buurt van 0), niet kleiner is dan z1Jn

onbetrouwbhaarheild o»nacer de nulhvyvnothesce.,

LiTeratuur
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Lati~n 1n least scuares repression
Pert I, Brometrika, 37 (1950), pp 408-428.

Part II, UTiometrika, 38 (1951), pp 159-17 .
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Biometrika, 32, no 151-181.
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A H. CARTER (1947), Lpproximation to percentage points of the
~distribution.
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GERDA KLEZRK-GROBBEN (19595), Len toets tegen kettingcorrelatie
bij toepassing van regregssiemethoden bij tiga

o ., Oliver & Boyd, London, Table V,
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over een artikel van J. DURBIN en G.S. WATSON.
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Statistische

S 168 (M 68) ¥

Sequente toets voor het gemiddelde van een normale verdellng
me:t gegeven spreiding, of voor het verschil der gemiddelden
van twee normale verdelingen, waarvan de spreidingen gelljk
zi""Ljn.../| * _

. : 2 “
W1lJ] beschouwen cren stochastische wvariabele X ), die een

normale verdeling bezit met gemiddelde/u en spreiding ¢ . Men

wil voor gegevenwaarde/ub de hypothesg/u;g . Ltoetsen tegen
’/&%y%a Blij de hier Te behandelen sequente methode verricht men
waarnemingen %, X, , X, ;- vanX . Na ledere waarneming wordt
nagegaan of de som van de gevonden waarden van x tussen twee
nader aan te geven grenzen ligt of nieéﬂ Zodra de som één v-an
deze grenzen overschrijdt, 1is het experiment begindigd en kan
de hypothese/ﬂ.;;/ﬂ) worden aanvaard of verworpen.

De hier te behandelen methode 1s ook van toepassing op het
volgende geval: de stochastische variabelenuw env hebben nor-

(!

male verdellingen met gemiddelden gf_c_t- wyu' en /8 v=M en dezelfdc

2 5 l |
gegeven spreiding ¢ ; men wenst voor een gegeven waardi/»b de
l i}

hypothesej/ﬁtjf é/P@ te toetsen tegen de hypothesg/P >Pm%7%;
Men verricht nu paren waarnemingen: COCH U, ), enz. van

{ 14

!
L env . Indien men nu X = Ww-\ ,)cimu{_-“\r{%nv/u/i en =6 VZ stelt,

——— spunmavih

is dit geval herleid tot het voorafgaande.

Het 1s niet mogelijk om een sequente toets tTe construeren,
waarblj men slechts een klelne kans heeft OT/“iéﬂh te verwerpen
voor 1ledere waarde vaq/m-die lets kleiner 1s dag/%}, en tevens
cen kKleine kans owyyu%/% te aanvaarden voor ledere waarde va%/i
die 1lets groter 18 dagf% . Wel kan men bereiken, dat behoudens
een kleine kans, hoogstens Mg/“?%/%, aanvaard wordt ali/i%yﬂgi
{y“b is en behoudens een kleine kans, hoogstenﬁﬂi/igi/uh VETD -
worpen wordt al%/&g%/ﬁgﬁyﬂb is; de waarden VaE/ﬁjf§)°< en 7 moe-
ten door de onderzoeker vooraf vastgesteld worden.

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.

2) Stochastische grootheden worden door onderstreepte letters
aangeduld.,



De toets kan dan als volgt uitgevoerd worden.
ST S
&

R A S
b A T /@wi“"‘
Ve

P N I B i

Bereken: T

Teken in een rechthoekiz co8rdinatenstelsel met de assen Yy enx
de evenwljdige rechten .

[.._112. % maz+'£‘1
Li ; g' = Ct_%-—k—’gl

&

Men zet nu hierin de waarneming 3, ult 1In hethMTt:%::1)§rmﬁi
Ligt dit punt onder of op L.,, dan aanvaardt men p £ pe, 3 ligt
het boven of op Lﬁ‘, dan verwaerpt mef/*ﬁ;#z : ligt het tussen de
beide 1ijnen, dan verricht men een tweede waarnemingng en be-
paalt dan het punt: %z ==z , Y= + %,
Ligt dit punt onder ofop»L% , dan aanvaardt me?/ﬂﬁé/%);
ligt het boven of op LJ% , dan verwerpt mﬁ?/ugéﬂb : 1ligt het
tussen b:-i1de 1lijnen dan verricht men een derde waarneming «nv.

R . de ﬁ : e
De tocts eindigt bij de m waarneming, als:zmTL)gwmxg%I+' G

&

het eerst punt 1is het punt, dat niet tussen de 1 jnen Lﬂ emLLﬁ’

ligt. Men kan bewljzen, dat dit steeds na een eindig aantal.

waarnemingen het geval zal zijn.

Literatuur:
A, Wald, Sequential Analysis (1947) chapter 7. ‘

Statistical Rescarch Group, Columbila Uhiwersity(ﬂQMS), Segquen-
tial Analysis of statistical data, Section 4.
(Hierin vindt men een aantal voor de toepas-
sing nuttige tabellen).
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oA AR

Len exacte toets tegen kettingecorrelatie van M.OGAWARE (19571

We gaan ult van de veronderstelling dat de grootheden

Jas Ioseewy o, - €en simultane normale verdeling bezitten met

A

& Z - - J e A= — -
E{yi%m/M~@ﬁt m*{gizﬁc3 en dat er tussen de grootheden Yy een
correlatie kan bestaan van de vorm
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- L = (/ — A + U
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waarin Vi onderling onafhankelijk N(0O, o* (1 wfﬁx)verdeeld z1ljn
en IPl< 1. Een correlasie van deze gedaante noemt men eerste
orde kettilngcorrelatie (Engels: first order serial correlation)

Kettingcorrelatle kan men bv. verwachtentij tijdrecksen. RPovensta and

]

model wordt dan vaak gebruikt indien men kan veronderstellen dat

ae correlatie tussen Ttwee opeenvolgende waarnemingen belangrijk
sterker i1is dan tussen verder van elkaar gelegen waarnemingen.

M.OGAWARS (1951) leidt nu cen exacte toets voor de hypo-
these (= 0O in bovenstaand model af, door de voorwaardell jke
slmultane verdeling van ynsyys....,Y,, te beschouwen onder
voorwaarde van de gevonden waarden yﬂﬁygﬁﬁ.ﬂ s Y oy 4 van de vari-
abelen met ocneven index. Onder deze voorwaarde z21jn de groot-

[ e . S S B PP X SRS EUNEES TN S S
heden v, {(s=7,...,n) namclijk onderling onalfhankelijk ooo-

Ny I"ﬂw }”‘;} PR
moal verdes [0 P e L T e e o wearae var. f?~
- _ . - | . - o T I ety o v afe B PO vy R
Gemlddelde ¢n variantie van N Kunnen wi) als volgt afleiden:
M
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Tellen we de 1linker- en rechterleden van de eerste
Lijkheld op dan ontstaat:
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1) Dit memorandum is slechts bedoeld als oriléntatlie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.,
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Vergelljking (2) kunnern we gschrijven als:
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5) f= 2 (1+ /7
en

-\

(6) 2 = ,? (/ L
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terwljl de stochast %wffMWdehud@h vi (8 =1,... ,n) onder-
ling onafhankelijk N f,m~(ﬁh (7)) verdeeld zijn (we
beschouwen./gwifi€W1gﬁj .+ en dus ool z_ als gegeven en dus
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als niet-stochastische grootheden).
In de vorm (3) herkennen we het lieaire regressiemodel,

waarblj ijhet gemidde lde van de voorafgaande en volgende waar-
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de van Yoq (dus 2 "(y.._ 4 T vmmkq})ﬁ als onafhankell jke varla-
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tele fungeert,
Daar aan alle voorwaarden voldaan is (onderling onafhankeli jk
normaal verdeelde grootheden v met gelijke varianties) kunnen
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we 1n dilt regressiesysteem met de methode der kleinste kwadraten

meesT aannemelil jke schattingen voor de onbekenden éf en ¥V vin-
S {

den:
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ok geel' U de regresgleanalyse Q“il iantleanalyse) exacte
toetsen voor lineaire hypothesen ove g ;;@ In het bljzonder
interesseert ons de hypothese P = 0; in model (3) betekent dit

zﬁ = 0O, Voor het toetsen van deze hypothese gebrulken we dan

als Ttoetsingsgrootheid:
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die onder de hypothese % en - ve?dmkﬁmg (Fisher) met 1 en
n - 2 vrijheidsgraden bezlt, ol
1,. f)zj/l?’”“” E(ZE ) ?)L]J

) g (Student) met (n-
vrijheidsgraden bezit (zie ﬁteliiﬁg Qaﬂ van H,Ba Mann (1949)

of memorandum S 73 (M 34) met n, = n, = ....ny = 1).
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De toets van CGAWARS kan tot hogere orde kettingcorrelatie
worden gegenerallseerd (zie M,OGAWARA (1951) en ook E.J.HANNAXN
(1955». Fen andere ultbreiding gafl E.J.HARM/N voor lineaire

‘o 3 f’ prey oy _ - - I - . _—
regresslieproblemen ( zic E.J.HANHAN (1955) en memorandum S 168

(M 70)).
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fen exacte toets tegen kettingecorrelatie bilij linealre regressile-
problemen van HE.J. HANNAN (1955) 1)

1. Model

We gaan ult van een lineailr regrescienysteem:

( /l ) {/ & . / ﬁf}ff} i / ﬁ, / K """""rf‘ (f =l AT ;) ’

waarin / /‘ ENNNE cm&wﬂﬁnMAE lﬁmfaﬁﬂﬁﬂMW“ﬁ“% ciEnten z1lin en
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(~ﬂ s } ('xf,ﬂw > %) k bekende *%%ﬁﬁeﬂﬁufmwvnﬂtcnwan
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quﬁethmé stochastiosche srootheder y}*dl@ onafhankelljk van alle

:ﬁﬁ:novmaml verdee Ld Hfjﬂmﬁtrtéygxfﬁ en gelljke spreidingen,
kan een eerste orde kettingcorrelatlie bestaan, d.wWw.zZ.:
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waarln o ... w onderling unafhank@lijk:A“o“rﬁ 2) verdeeld
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Nu 12 het bij de toepassing van de 1n de regressleanalyse
sebrulkelijke tcetsen (t-toets van STUDENT, F-toets van FISHER)
voor net Toetsen van hypothesen over dﬁ/giﬁﬂﬂmdﬁﬁkélijk aat
de 3?@@ﬁh@d@ﬂauﬁ(ﬂ1kWﬁimm crialhankelil ik verdeeld zijn. We zullen
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dus willen onderzoeken oif de kebtbtingcecorrelatie-co8f{lciéEnt ﬁ%wzigﬂ

Hiervoor geeflt E.J. HANNAN (195%), voortbouwend op resultaten
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van M, COGAWAR A (1991) voor het peval k = 0 (Zie memorandum S 1563
@W‘§9>> de volpende exacte toebtsingsnethode.,

2, Toetglngsmethode

De voorgestelde teoetasingenethode verust erop dat we de voor-

waardelljke simultane verdeling van o | Y o, Y beschouwen
N 227 2y 22
onder voorwaarde van de gevonden waarden van Y oY .,y .
.,, ,- | ] ! XYY e}
Crider deze voorwazarde z1ijn namelljk de grootnhneden (5=1,...,m)
M . 9,

,,,,,

onderling cnafhankelijk normaal verdeeld. Voor het gemiddelde en

de variLantie van Y kan men viyl] eenvoudly ﬂflmid@ﬂ:
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1) Dit memorandum is slechts bedoeld als origntatie en streef't
niet naar volledigheid of volledige exactheld.
2 ) hufaaﬂ)iﬁ een ﬁymbool voor de normale verdellng met gemidde l-

Q@/M en varliantile ﬂ“
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In plaats van (3) KQHMMﬂ.vw;QMﬁ{;kﬁhWLjVQM .....

TV 4 yooU (s=1,..., M),
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In het regressilesystecm (5) zijn nu de grootheden nq; wel on-

derling onafhankelljk normaal verdeeld (N(/D " (”“PZE)”)
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Maken we geen gebrulk van de wetenschap dat

(j=0s s k) (zie (€)) dan kunnen voor het
K 's enn vocor het Toetsen van hypothes awwc:vmf*"uzﬁf de 1n de re-
pressle-analyse (variﬂmtimmmnalymm) cebrulkell jke methoden wor-
den gebruikt (kleinste kwadraten ccechattingen, F-toetsen). In
hetT biljzonder voor het i@#“wwﬁ*wmniﬂa%ﬂmmﬂﬂmwMWEfﬁxo} dus
Xg,:zo_,Viﬂden we als tcetsinpsprootheid (zie H.B. MANN(1949),
stelling 4,3):
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1. De aschattingen K veor oy (a1, k) sljn tegelljkerti jd

L
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Schattdfu&ﬂd“vomr/@ uit r«t HuTﬂ?iiﬁH(Vyfﬂﬁ%'“Udﬁl (1) (immers

) - [ VOO dﬁ !f oox . zie (0)). Deze achattingen bezitten

eC 1§1 ter wanneer 2 Alent bl O 1hgt asymptotisch voor grote steek-

proeven een grotvere varliantie dan de rechtstreekse klelnste kwa-
tJ

(z1le HANNAN (1QL.))@ Ligt p dichtbi] 1 (0of ocol:, mits er geen

kKeTtingcorrelatie beastnat tussen = | ... =« , dichtbi]j -1)

“ -~ A Py R LA ~
dan 1g de occhatting v. voor /s doeltrelfender can /k (d.w.z.
C?,) é d

draten S@fwuﬁﬂiwﬁnl/ﬂ it (1), 7ijn dan dus minder doeltreffend

"vh--nl

bez1lt asympltoticceh cen kKleinere variantie )., In dit geval, f dLceht
blj 1 ol -1, geetf't bovendicn de regressieanalyse toegepast op
mode 1 (5) exacte tToetsen voor hyrothesen over de J Qf o, k),
dus de ﬁgJiﬁ.t@g@IJt@lliﬂ """ tot regres Sieanalyfa“miuﬂl‘gifam mo —
del (1).

<. Al bilijzonder geval vinden we bij k = 0O een toets te
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Kettingcorrelatie voor een oteekvroel met model

1{:) _
L - + Mot o v O (/ E=4, ... . 2mMm+ r’).,
Jp = Lo r ¥, et v, - s

Pit wordt den herleid tct een regressilemodel met &én regressle

o

vector -
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bhr!,“_.ﬁﬂ) | Zi@ vVOoor een Lots ultvecerliger be &ﬂd@l ng van dict

3o 0 0 ¥ s T = 5 s = e s - e T e
- y ) A ' F A T
geval: memorandum 3 168 (M 6G).

4. han de ultvoering van de teets van HANNAN zljn enkele

W
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BEZWAREN verbtonden. In de eerste clacts moet, cm de metnode Te

el

J
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kKurnnen tocpascen, 1n model (5} het aantal regressle~codfiflclénten
g Kleiner zijn dan het aantal waarnzminfen vy :di1t betekent dau
- 415
dmi 2k+2<n  Komen dus in het oorspronkelljke model k+t  onhe-
kKende coEff1lciéEnten voor, /1@ N A& , dan moet het aantal
waarrnemingen y winstens 2(2Kk+23) 41 = 5k + 7 Z2Lin.
y + f /
- o e N o f\ . "
Irn de tweede plasts moet blj de berekeningen van 5& cern ma -
Crix met 2k+1 rijen en kolommen (de matrix L) gelnverteerd wor-

den, wat wel een ernstig nadeel 15 t.o.v. tv. de ToeTs Vﬂﬂ.imﬁﬁﬁwﬁ

v + I - T DA P o S T s
% WATSON (1950 en 1951), of memorandum S 163 (M 066)), waarbil]

"\

(voor het bkepalen van de klelnste kwadratenschattingen A, . . .,

ﬁi ) € o1 matrix met slechts k rijen en kolommern g@invefteerd
moet worden. Rovendien zal men indien de hypothese p-qo niet ver-
worpen wordt in sommige gevallen toch alsnog deze schattingen

A -\

B . e uit model (1) willen bterekenen in verband met de
s . ,
crotere doeltreffendheid (zie opmerking 71).

Fen derde nadeel is, dat de toets nlet ondubbelzlinnlg 1is,

Men kan nl. ook de waarnemingenn beschouwen

onder voorwaarde van de gevande wmﬁrﬁ@m VOOr yg S ij R E}fl =3e)
) e

»
> 2amo

L
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bt
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dan kan men een andere uiltkomst verkrijgen.
Daar staat tegenover dat de toets minder het karakter van

cen benadering draagt dan dle van DURBIN en WATSON.
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3 168 CM 71) De kleinste kwadratenschattingen voor de regressie

coeffficiénten 1n lineailire regressilesystemen.
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Kleinste kwadraten-schattingen voor de regressie-cofficiénten
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We onderstellen dat n waarnemingen ngwg.,ﬁ%E%J%V@TTiﬁh@

wordenwe lke aan de volgende betrekkingen voldoen:
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onbekende regressle-co8fficlé&nten

Xy (1 = s 3 = 1,...,n) bekende waarden van de onafhanke.

(j = 1,... ,n) niet waarneembare onaf-

sche grootheden met verwachtingd
onbekende) “%P@Lii?%@ﬂ@
De kleincte kwad

chattingen voor de co&ffici&nten

mijm nu die waarden a, bﬁﬁ,ﬂ%ﬁbf we Lke voor

esubstitueerd de volgende kwadratische vorm
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_)
en de lineaire vergeliljkingen waaraan de kleinste kwadraten-
schattingen moeten voldoen gaan over 1n:

(X'X) 4 -

Hierin is (X ¥} een KXK“mﬂtPlﬁa l& deze niet singulier dan gecf't

A

i, J) -,
(3;5) f.é'r *'-’:('er) /
de gezochte klelnste kwadratens Ch&t*lﬂ[ﬁﬁlkmﬂﬂ?/% LA . Om
¥

Te bereiken dat (K’ﬁi)@%ﬂl:uwﬁffe:"MD 1t, moeten we elgen dat

X de rang k bezit, hetgeen overecenkomt met de els dat de re-

greasi@vectoren.ﬁ{ﬁmﬁg, L, m~ﬁd)(2? J,w)wwwuﬁJ-~wﬂ@.iiuuﬂmdg)
lineailr onafhankelljk zijnﬁ dUm niet via lineailre betrekkingen
in elkaar uitgedrukt kunnen worden.
Dit betekent o.a. ook dat n > k is.

De kleinste kwadratenschattingen ziJn de beste zulvere

lineaire schattingen d.w.z.: zZe bezitten van alle mogelljke

zulvere lineailre schattingen de kleinste variantile.
HeT minimum van @%5 dat voor de waarden & van/B bereilkt wordt,

Lo g mwww(gmx{&)(ymj\{)’) L/’y*’ﬁ’xlﬁfm‘y;}((ﬁ+I§I}{JX«£;;
(2,6) = gy Ly X [T Xy 5/}{’(’}(“){)“3(2/+y’}{(xky“’Af’x/x’xj“’X;,:

- gy g (X)) Xy = yly - 4 x Y
Jerwachtingen, varianties van £, .
Ult de ultdrukking (3j5) voorwﬁ zien we dat deé?‘g
steeds linealre combinaties van gy ,..., g zijn. Daar in (3,3)
gl

5 =
é*vz:c; is en dus fgf.>6 gelﬂt vOoor de verwachting va

4
i VL y, :
g / - ( l/ \j ‘}(" g f:f o (!’\ f'\f) .f\ f’\/ /e oo
n}/ F
= M/Bmfy
De schattingen £ zijn dus zuilver. Dit geldt ook, indien de
v. nilet onderling onafhankellk z1jn en/of verschillende
spreidingen bezitten, doch wel ij‘ -0 1s (oo, .., m).
Z1]Jn de grocotheden y ,. . ,y wel onderling onafhankelil Jk
Y. > Y

verdeeld met dezelfde varlantile @i, dan kunnen we als volgt

de covariantiematrix vam*&ﬂ..,,{} b@paleﬂ, We maken weer ge-
i S
bruik van het feit dat 2 (x,. - )(y. -7)= 2= (x, , -% ) g,
‘ 4
igjduu dc}ﬂ;ﬂ

We kunnen dan, volgens (3,5) & schrijven als:



f”g - A L{ + . . - T A b v f/"l’"! 2

waarin de kxk-matrix A= ( Yo \) s 1o, Voor de covarlantlema-

trix van & L b celdt dan,daar cr{'c..; N L,#_} = 0 {d‘ + ) en

‘3"2{33}”0"1 L8, h o
_m |
( Gﬂlg £ ’ é’—ﬂ'}) ] (j"“v A"‘cfﬂA <4 GM{*;/& D ] ,
(4,1) - o” (ji‘:m: A%}. Am): gt AA .

Voor het geval k = 2 1a, wanneer we
T

n o
(;2“? (X’d % )( ) - xl) |
——oa W b ::“: \( X
7 pa ( X . X )&
2 Jr 1 2 d i

7= :;;?)/}zl.
-f LAY

En in 't algemeen wanneer we de minor van het element 1in

.‘m

. @ . i
de 17 rij en k= kolom van Z door [Z, |

(4, 2) b b=z, | /]z].

LK#.
VMen kan aantonen dat
(%mkm/) ci’f

b L

voorastellen:

-——

cen zulvere schatting voor o "iﬁ ( J. van YZr YZILREN (4954) ) -

ZiJn v, ..., v o onderling onafhankelljk normaal verdeeld met
Zelljke spreldinger | cd=n komen de kleinste kwadratenschattingen
voor <, /2, .., /3, overeen met de meest aannemelljke schattlngen
(maximum likelihood estimates ). De meest aannemelijke schatting

v e - — - -4 ? R o N r 2 .
voor ¢ is dan m _EQ‘WW deze 1ls agymptotisch aequivalent met de

- - - , - - - , h

zulvere schatting M - k- ) (» . De grootheid ¢ . /0.,1
‘" Y LAY) " T¥VLrvy

heeft rnu een -verdeling met (n - k - ) vrijheldsgraden en

1s onafhankeli jk verdeeld van o > ot "g}{-
e e f —
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